
  ד "בס
  קייץט סמסטר "תשס   88-195מבחן במתמטיקה בדידה 

  שי סרוסיר אלי בגנו ומר "ד: מרצים
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  :הוראות הפעלה
המחברות . כל תשובה מופיעה במקומה בשאלון, בדיוקשאלות  5על  בפירוטיש לענות 

  . ולא יבדקו ,משמשות לטיוטה בלבד
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  .יש לענות על שאלה זו באופן מפורט בדף זה
  

   1שאלה 
  
Ayxאם לכל  "מגניבהקבוצה "משיים תקרא של קבוצת המספרים המ Aתת קבוצה    , , כך

yxש    מתקיים Qyx .    )Q היא קבוצת המספרים הרציונליים (.  
   

Bמגניבה הוכיחו שקיימת קבוצה ) 15(  .א  כלומר . ביחס להכלההיא מקסימלית ש

Cלכל    כך שC B )מכילה ממש ( ,C מגניבהאינה.  
  

 Bb  קיים rהוכיחו שלכל מספר ממשי . ל"קבוצה מקסימלית כנ Bנניח ש) 5(  .ב
 .כך שהפרשם רציונלי

  

}מגניבה  A{נגדיר . א :פתרון |T A R  .T  {1}לא ריקה כי למשל, T  . נגדיר יחס

1י "ע Tסדר על  2A A 1 ם"אם 2A A  1לכל 2,A A T . תהי{ } IA   שרשרת לא ריקה

נסמן . T -ב
I

A A


 , נוכיחA T .יהיו  , ואכןAyx ,  כך שyx  , לכן קיימים

, I    כך שx A  וx A . מאחר ו{ } IA  כ ש "שרשרת ניתן להניח בה

A A  .מאחר ו , לכן,x y A  ,yx   וA מתקיים , קבוצה מגניבהQyx  .  

Iכמובן שלכל   ,A A   כלומרA A  . לכןA מהווה חסם מלעיל לשרשרת .  

  . כלומר קבוצה מגניבה מקסימלית, לפי צורן קיים איבר מקסימלי
  

rאם . rיהי . ב B  אז נקחr B  0ואזr r Q   . אם\r B  אז{ }B r 

לא . איברים שהפרשם רציונלי 2לכן קיימים בה ) מגניבה מקסימלית Bכי (ה קבוצה מגניבה אינ

rכך ש  Bbלכן קיים , )מגניבה Bכי ( Bאיברים אלו יהיו ב  2-יתכן ש b Q .  

  



  .יש לענות על שאלה זו באופן מפורט בדף זה
  

   2שאלה 
  
  

כך שסכום 1,...,100מתוך המספרים  )שונים( מספרים 2בכמה אופנים אפשר לבחור ) 6(  .א
 .)בחרו את התשובה הנכונה והסבירו( ?המספרים חייב להיות זוגי
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כך שסכום 1,...,100מתוך המספרים ) שונים( מספרים 3בכמה אופנים אפשר לבחור ) 7(    .ב

 .)בחרו את התשובה הנכונה והסבירו( ?המספרים חייב להיות זוגי
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מהו מספר . Aאת קבוצת היחסים על  Cנסמן ב . Aת נתונה קבוצה סופי) 7(   .ג
   !נמקו ?Aאל Cהפונקציות החד חד ערכיות מ 

  
זוגיים מתוך -אי 2או שנבחר  50זוגיים מתוך  2נבחר . 2התשובה הנכונה היא . א :פתרון

50.  
ואז  50זוגיים מתוך -אי 2או שנבחר  50זוגיים מתוך  3נבחר . 2 התשובה הנכונה היא. ב

  .50זוגי אחד מתוך 

). ג )C P A A   לכן
| | | || | 2 A AC    ומתקיים

| | | |2 | |A A A   לכל| |A . לכן לא

  .0כלומר התשובה היא . Aאל Cפונקציות חד חד ערכיות מ קיימות 
 

  
 



  .יש לענות על שאלה זו באופן מפורט בדף זה
  

  3שאלה 
  

  : שלשת הסעיפים הבאים ענה בדיוק על שנים מתוך
  
  

 }2,1,0{מצאו תנאי התחלה ויחס רקורסיה עבור מספר המילים מעל האלף בית  )10(  .א
  . 2בהן אין רצף של שתי ספרות  nבאורך 

מתוכם באופן  3 בוחר קבוצה של כל יום הוא . ים מגומיברווזים שונ 10לאריק ) 10(  .ב
בנץ הודיע לאריק שעד סוף השבוע ' בבוקר יום א. לו לחברה באמבטיה אקראי לארח

  .אריק החליט לעצבן את בנץ. הוא רוצה  שכל הברווזים יבקרו באמבטיה
       כך שבסוף השבוע , בכמה אפשרויות שונות יכול אריק לקחת את הברווזים לאמבטיה                     
  ?ווז אחד שלא ביקר באמבטיה אפילו פעם אחת בשבעת הימיםלפחות בר יהיה                    

  
  !)מספיק לכתוב נוסחא אך יש להסביר אותה(
  

,תהיינה . ג               , ,A B C D הוכח או הפרך. קבוצות:  

                  ( ) ( ) ( ) ( )A B C D A C B D      )5(  

                  ( ) ( ) ( )A B B A A B A B         )5(  

1nנוכל לשים כל מילה חוקית באורך  0- מתחילה ב nאם מילה חוקית באורך . א :פתרון  .
ואז כל מילה חוקית באורך  1נוכל לשים  2-מתחילה ב nאם מילה חוקית באורך .  1ל עבור "כנ

2n   2ואז כל מילה חוקית באורך  0או שנשיםn   . לכן

( ) 2 ( 1) 2 ( 2)f n f n f n    .(1): תנאי התחלה 3f  ,(2) 8f .  

. לא ביקר באמבטיה כל השבוע i - הברווז ה -iAנגדיר . בעזרת עקרון ההכלה וההדחה. ב

מחפשים את 
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 3לא מתרחץ אז צריך לבחור בכל פעם  i-אם הברווז ה -  

. פעמים 7ולחזור על התהליך , 9מתוך 
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ת או קבוצו 8נשים לב שחיתוך של ... 

  ,לכן נקבל. 0יותר הוא 
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). ג ) ( ) ( ) ( )A B C D A C B D       .נגדיר למשל . הטענה לא נכונה

{1}. {2}, {3}, {4}A B C D    . {1,2}מתקיים {3,4} {(1,3)} {(2,4)}  .  

  

( ) ( ) ( )A B B A A B A B          .הטענה נכונה .  אםA   אז

B B      ,ל אם "כנB  . אםA B  אזA B A A B A    .  

  נניח שA B B A   , אםB   או A  יהיו , אחרת. אז סיימנוa A,b B ,

)מתקיים  , )a b A B B A     לכןa B  וb A.  
  



  .בדף זהיש לענות על שאלה זו באופן מפורט 
  

  4שאלה 
  

|נסמן . קבוצה אינסופית B, קבוצות B - ו Aתהיינה  |A a ,| |B b  1ונניח ש a b .  

|כך ש  Bשל  Cקבוצה -תתהוכיחו שקימת ) 4.   (א | | |C A.  

|מצאו את ) 4.   (ב |A B .נמקו. 

}נגדיר  ) 4.    (ג | : }D f f B A  ,  הוכיחו ש| | 2bD .  

)עוצמת הקבוצה הוכיחו ש) 4.   (ד { })
x A

B x

   היאb .  

)מצאו את עוצמת הקבוצה הבאה ) 4.   (ה )P B A B N  ) .N  היא קבוצת

 .נמקו). המספרים הטבעיים
  

|. א: פתרון | | |A B ע "לכן קיימת פונקציה חח:f A B , לכן: [ ]f A f A ע "היא חח

]כמובן ש . ועל ]f A B  ו| | | [ ] |A f A.  

f:ע "חח' נגדיר פונ. ב B A B  י "ע( )f b b  לכן| | | |b B A B   . מצד שני

| | | {0} {1}|A B B B b b b        ) השתמשנו בעובדה ש| | | |A B  וכן שלכל

bמתקיים  bעוצמה אינסופית  b b  .(מתקיים . ב.ש.לכן לפי ק| |A B b .  

. ג
BD A  לכן| | bD a  1כאשר (ולפי טענה שהוכחנו a b   וb  אינסופיתעוצמה (

2bמתקיים  ba .  

|. ד | | ( { }) |
x A

b B B x


    0י בחירת "עx A )ע"חח' ת פונוהגדר)  יים כזהק 

: ( { })
x A

f B B x


   0י "ע( ) ( , )f b b x . מצד שני לפי משפט שהוכחנו

| ( { }) | | | | |
x A

B x A B a b b

       ) השתמשנו בעובדה| { }| | | 1 | |B x B B    

}b  ,maxושלכל עוצמה אינסופית  , }a b a b  .(ב.ש.לכן לפי ק .| ( { }) |
x A

B x b

  .  

):  פתרון זריז יותר { })
x A

B x A B

   )ולכן ) ?למה

| ( { }) | | | | |
x A

B x A B a b b

      .  

|. ה ( ) | | ( ) | | | | |P B A B N P B A B N         

  

0 02 max{2 , , } 2b b bb b     02ab b    



  .ורט בדף זהיש לענות על שאלה זו באופן מפ
  

  5שאלה 
  

  :  את הזהות הבאהקומבינטורי הוכח באופן ) 6(  .א
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ZBgZAf:    והפונקציות הבאות,BAנתונות הקבוצות    .ב  :,:  ,)Z  היא

   ) .קבוצת המספרים השלמים
ZZBAh:  תנגדיר שתי פונקציות חדשו :1 1)),(()),()((י "ע bgafbah  .  

                                                   ZBAh :2 2)),(()()(י "ע bgafbah  .  
  
  

  : הוכח או הפרך
  

gfאם  )5. (1   . ד חד ערכיתח1h חד חד ערכיות אז  ,

gfאם ) 5(. 2   .על 2h על אז  ,

gfאם ) 5) (4. (3   .תחד חד ערכי 2h חד חד ערכיות אז  ,
   

  :פתרון
  
תלמידי  nשני האגפים סופרים את מספר האפשרויות לבחור ועד כיתה מתוך    .א

 . הכיתה ואחד מהם שישמש כיושב ראש הועד
  

י "התלמידים ומשלימים את הועד ע nר מתוך "באגף ימין בוחרים תחילה את היו
  . שנשארו1nבחירה של קבוצת תלמידים מתוך 

}1,0,...,{לכל , באגף שמאל nk   בן בוחרים ועדk חברים ב







k

n
  אפשרויות 

  . אפשרויות kובוחרים נשיא מתוכם ב 
  
  

gfנניח . 1  .ב ),(),(נניח ש . חד חד ערכיות , 221111 bahbah  . אז

))(),(())(),(( 2211 bgafbgaf   ולכן)()(),()( 2121 bgbgafaf   
  

  

gfכיון ש  2121חד חד ערכיות הרי , , bbaa   ומכאן ש),(),( 2211 baba .  
  
  

BAbaצריך להראות שיש .  Zyיהי . 2 ),(  כך שzbgafbah  )()(),(2.  

gfכיון , ובכן      )(0כך ש  Aaהרי יש  על , af וישAb  כך שyag )(  ולכן

yybgafbah  0)()(),(2.  
  
ZBAאם , למשל .   לא בהכרח. 3   וgf ד שתיהן ודאי חד ח. הן פונקצית הזהות ,

)5,2()2()5(25752)5()2()2,5(ערכיות אבל  22 hgfgfh  

)5,2()2,5(למרות ש  .  



  
  

  .יש לענות על שאלה זו באופן מפורט בדף זה
  

  6שאלה 
  

}קבוצה לא ריקה ותהי  Aתהי ) 10(  .א } IR   משפחה של יחסי שקילות עלA . הוכיחו

 ש   
     

I
R R


   הוא יחס שקילות עלA.  

)},(|)(מחלק את  n{טבעי נסמן  nלכל ) 10(  .ב yxZZyxRn ) .Z  היא קבוצת

  ).המספרים השלמים

 ).2(בצורה מפורשת  1Rרשמו את 

מצאו עוצמת הקבוצה  
1R

Z  )2.(  

רשמו את   
Nn

nRR


 3(בצורה מפורשת .(  

Rמצאו עוצמת הקבוצה 
Z  )3                              .(יש לנמק כל תשובה!  

  
  

  :רוןפת
  

 . סימטריות וטרנזיטיביות, רפלקסיביות: יש להראות   .א
  

: צריך להוכיח . Axנניח ש : רפלקסיביות. 1
I

Rxx





),(  .כיון שלכל , ואכןI ,R 

Rxxרפלקסיבי ולכן Rודאי ש, הוא יחס שקילות ),(  לכלI ומכאן ש
I

Rxx





),(.  

נניח ש : סימטריות. 2
I

Ryx





),( . יש להוכיח ש
I

Rxy





),( .כיון , ואכן

ש
I

Ryx





),( הריRyx ),(  לכלI אבלR  סימטרי)ולכן ) כיחס שקילות

Rxy ),( לכלI ומכאן ש
I

Rxy





),(.  

נניח ש :  טרנזיטיביות. 3
I

Ryx





),(  וכן
I

Rzy





),( .יח כי צריך להוכ
I

Rzx





),(.  

מכך ש , ובכן
I

Ryx





),(  ו
I

Rzy





),(  נובע שRzyyx ),(),,(  לכלI.  

Rzxולכן טרנזיטיבי ומכאן ש )   I(    יחס שקילות  Rאבל  ),( לכלI  . לכן גם


I

Rzx





),(  

  
  
  

ZZyxZZyxR .ב  }|1:),{(1  
  

Zyxעבור  , 1),( Ryx   כאשר ישZk   כך שyxk 1  . לכלZyx ,  ישZk  

yxkהלא הוא , כזה   . לכן כל שני איברים שלZ מכאן שיש רק . הם שקולים לפי יחס זה



היא הקבוצה שאיבריה הם , כזכור, קבוצת המנה. עצמהZמחלקת שקילות אחת והיא הקבוצה 

1כאן  לכן. מחלקות השקילות
1
R

Z.  

}:),{(

}|,:),{(

}),(,:),{(

ZxZZxx

yxnNnZZyx

RyxNnZZyxRR n
Nn

n








 .  

  ) .   0שימו לב לכך שהמספר היחיד המתחלק בכל מספר טבעי הוא ( 
  

ע "קיימת פונקציה חחכלומר , מהווה מחלקת שקילות עבור עצמוZכל איבר של , במקרה זה, לכן

Rועל בין 
Zל Z  0וכזכור| |Z   .  

  
  
  



  
  

  .יש לענות על שאלה זו באופן מפורט בדף זה
  

  7שאלה 
  
  

fתהי פונקציה  A B:  יהיו ו BDAC    :הזכר בשתי ההגדרות הבאות שנתנו בשעור  .,

1

[ ] { ( ) | }

[ ] { | ( ) }

f C f c c C

f D x A f x D

 

  
  

  

1]][[: הוכח ש) 6.(א        CffC .  

1]][[ערכית אז -חד-היא חד f הוכח שאם ) 7. (ב        CffC .  

  .תנו דוגמא בה ההכלה בסעיף א היא הכלה ממש) 7. (ג       

  
        

  :פתרון
  

1]][[יש להראות כי .  Cxיהי   .א Cffx   .י הגדרת קבוצת המקור"פע ,

)(][מספיק להוכיח ש  Cfxf   אבל זה נכון ממש לפי הגדרת הקבוצה

][Cf כיון שCx. 

1]][[את ההכלה . חד חד ערכיתfנניח ש   .ב CffC  )בלי תלות , שנכונה תמיד

, נוכיח אם כן. כבר הוכחנו בסעיף הקודם) חד חד ערכית fבהיות 

CCff  ]][[1. 

1]][[יהי , ובכן Cffx   .מתקיים , י הגדרת קבוצת המקור"עפ][)( Cfxf  . נסמן

)(xfy  . לפי הגדרת][Cf ,קיים Ct   כך ש)()( xfytf   . היות שf  חד חד

xtהרי , ערכית   . אבלCt   ולכןCx וגמרנו .  
  

:}3,2,1{},,{נגדיר   .ג cbaf  י "ע
bf

aff




)3(

)2()1(
אז . C}1{נקח .  

afCf  CafCffולכן  ][})1{(   }2,1{}][{]][[ 11   . 
  

1][מי שהתייחס לקבוצת המקור : שימו לב Cf  נקודות   0ה "כאל הפונקציה ההופכית קיבל ס
  . על שאלה זו

  
 


