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  זה בדף בפירוט ענה
  

  1 שאלה
  
}נסמן . a∈ℝ קבוצה של מספרים ממשיים ויהי Dתהי  .א }a D a b b D+ = + ∈,

 
{ }D D b c b D c D− = − ∈ ∧ ∈. 

Dאז גם ,  בת מנייהDהוכח שאם ) 5( .1 D−בת מניה . 
 כך ש  aאז יש מספר ממשי,  בת מנייהDהוכח שאם ) 5( .2

( )a D D φ+ ∩ = . 
f:תהי . ב A B→ויהיו ,  פונקציה,D B C A⊆   :הוכח את הטענות הבאות. ⊇

]ע אז " חחfאם ) 5( .1 ]1C f f C−  =  .  

] אז  עלfאם ) 5( .2 ]1f f D D−  = .  

  
  . ב-אין קשר בין סעיפים א ו: הערה

  
  פתרון

) על Aנוכיח שלא קיימת פונקציה מ . א )P A.  

)תהיי  ):f A P A→ אז לכל a A∈ נקבל ש ( )f a A⊆.  

): 1אפשרות : קיימות שתי אפשרויות )a f a∈ 2  אפשרות :( )a f a∉.  

)תהיי  ){ }B a A a f a= ∈ bנניח שקיים . ∌ A∈ כך ש ( )f b B=.  

bאם  B∈ נקבל לפי הגדרת B ש ( )b f b∉ בסתירה לכך ש ( )f b B=.  

bאם  B∉  נקבל מהגדרת B ש ( )b f b∈ בסתירה לכך ש ( )f b B=.  

  
f:נגדיר  .1 D D D D× → )י " ע− , ) , ( , )b c D D f b c b c∀ ∈ × = − .f על ולכן 

0 0 0| | | | | | | |D D D D D D− ≤ × = ⋅ ≤ ℵ ⋅ℵ = ℵ. 
) מתקיים a∈ℝנניח בשלילה שלכל  .2 )a D D φ+ ∩  קיימים a∈ℝלכן לכל . ≠

,b c D∈כך ש -a b c D+ = aכלומר , ∋ b c D D= − ∈ D-קיבלנו ש. − D⊆ −ℝ ,

0- מוכלת בקבוצה בת מניה בסתירה לכך שℝכלומר  | |ℵ < ℝ.  

  . ב
]נוכיח תחילה ש . 1 ]1C f f C−  ⊆  י  יהx C∈ ואז ( ) [ ]y f x f C= מכיוון ש  . ∋

[ ]y f C∈ אז [ ]1x f f C−  ∈  . 
   



]   נוכיח ש  ]1f f C C−   ⊆  יהי [ ]1x f f C−  ∈  א קיים " ז[ ]y f C∈ כך ש ( )f x y= 

]ומכיוון ש  ]y f C∈
 

z אז קיים  C∈ כך ש ( )f z y= ומכיוון ש fע " חחx z= 

zא "ז C∈ .   
2 .  

]נוכיח תחילה ש  ]1D f f D− ⊆   יהי y D∈ ומכיוון ש f על קיים x A∈ כך ש 

( )y f x=א " ז[ ]1x f D−∈ ואז ( ) [ ]1y f x f f D− = ∈  .   

]נוכיח ש  ]1f f D D− ⊆  יהי [ ]1y f f D− ∈  א קיים " ז[ ]1x f D−∈
 

 כך ש 

( )y f x= . [ ]1x f D−∈ קיים  ולכןz D∈ כך ש ( )y f x= מכיוון ש f
 

 פונקציה 

y z=   . 
 



  זה בדף בפירוט ענה
  

  2 שאלה
  

) מתקיים Aלכל קבוצה . הוכח את משפט קנטור) 10(  .א )A P A<. 

  :חשב את עוצמת הקבוצות הבאות  .ב

1. )3 ({ }| , ( ) 1A f x f x= ∈ ∀ ∉ =ℝℝ ℚ. 

2. )3 ({ }| , ( ) 1B f x f x= ∈ ∀ ∈ =ℝℝ ℚ. 

3. )4 ({ }| , ( )C f x f x= ∈ ∀ ∉ ∈ℝℝ ℚ ℚ.  

  . ב-אין קשר בין סעיפים א ו: הערה
  

  פתרון
 הוכח בהרצאה  .א
: נגדיר . 1  .ב Aϕ →ℚℝ פונקציה לכל המתאימה הפונקציה f ∈ ℚℝ תא 

)  אתℝ– ב איבר לכל שמתאימה הפונקציה )f xאם x 1 – ו רציונלי 

 . אחרת

,, כלומר ( )f f gϕ∀ ∈ =ℚℝ כאשר 
( )

( )
1

f x x
g x

x

∈
=  ∉

ℚ

ℚ
. x∈ℝ לכל 

0A לכן. הפיכה פונקציה היא  ϕ הפונקציה ℵ= = ℵ = ℵℚℝ.  

:\ נגדיר .2 Bϕ →ℝ ℚℝ פונקציה לכל המתאימה הפונקציה \f ∈ ℝ ℚℝ 

)  אתℝ– ב איבר לכל שמתאימה הפונקציה את )f xאם x אי -

 . אחרת 1 – ו רציונלי

\, כלומר , ( )f f gϕ∀ ∈ =ℝ ℚℝ כאשר 
( )

( )
1

f x x
g x

x

∉
=  ∈

ℚ

ℚ
. x∈ℝ לכל 

\ לכן.  הפיכה פונקציה היא  ϕ הפונקציה 2A ℵ ℵ= = ℵ =ℝ ℚℝ.  

 
:\ תהי: פתרון .3 Cϕ × →ℚ ℝ ℚℝ ℝ זוג לכל המתאימה הפונקציה 

f פונקצות ∈ ℚℝו - \g ∈ ℝ ℚℝ איבר לכל שמתאימה הפונקציה את 

, כלומר. אחרת g(x) אתו רציונלי x אם f(x) את ℝ – ב

\( , ) , ( , )f g f g hϕ∀ ∈ × =ℚ ℝ ℚℝ ℝ כאשר 
( )

( )
( )

g x x
h x

f x x

∉
=  ∈

ℚ

ℚ
 לכל 

x∈ℝ .הפונקציה ϕ  לכן.   הפיכה פונקציה היא 
0\

0 2 2C ℵ ℵ ℵ ℵ= × = ℵ ⋅ℵ = ℵ⋅ =ℚ ℝ ℚℝ ℝ.  



  זה בדף בפירוט ענה
  

  3 שאלה

  

A,תהיינה  B קבוצות לא ריקות ותהי :f A B→פונקציה .  

)נניח ש  ),A :  באופן הבאB על ≥fנגדיר יחס .  קבוצה סדורה חלקית≥

( ) ( )1 2 1 2ff a f a a a≤ ⇐ ≤ .  

)תן דוגמה לקבוצה סדורה חלקית ) 2(  .א ),A ≤ .  

)באמצעות הדוגמה שנתת בסעיף א רשום דוגמה ל ) 3(  .ב ), fB ≤ . 

 :הוכח או הפרך את הטענות הבאות  .ג
)אם ) 7( .1 ),A f: היא קבוצה סדורה חלקית ו≥ A B→ על אז ( ), fB  קבוצה ≥

 .סדורה חלקית
)אם ) 8( .2 ),A ) פונקציה הפיכה אז f קבוצה סדורה ליניארית ו ≥ ), fB ≤ 

 .צה סדורה ליניאריתקבו
  

  פתרון
,1}  .א 2,3}A ,1 עם הסדר = 2,3  
,1}ניקח   .ב 2}B f:-ו = A B→(1)י " מוגדרת ע 1, (2) 2, (3) 1f f f= = לכן . =

{(1,1), (2, 2), (1, 2), (2,1)}f≤ =. 
). ב-א ו-ות מניקח את הדוגמא. לא נכון. i  .ג ), fB לא (ח " איננה קס≥

 ).אנטיסימטרית
ii.נכון  .  
  

  

  

  
  
  

  
  
  

  
  
  

  



  זה בדף בפירוט ענה
  

  4 שאלה
  

n∈ℕ יקרא פריק אם קיימים ,t s ∈ℕכך ש1-  שונים מ  -st n=.  

x,רה לפריקים אם לכל של הטבעיים תקרא סגוAתת קבוצה  y A∈מתקיים ש -

x y+פריק .  

1הסבר מדוע . וצה סגורה לפריקים קבAתהי ) 2(  .א A∉.  
  .הוכח שקיימת קבוצה סגורה לפריקים מקסימלית ביחס להכלה) 14(  .ב
הוכח . ם מקסימלית ביחס להכלה קבוצה סגורה לפריקיBתהי ) 4(  .ג

  .0ℵשעוצמתה 

  
  פתרון

  
1אם  .1 A∈ ו A 1 קבוצה סגורה לפריקים אז  2 פריק בסתירה לכך ש +1

  .לא פריק
AΩ}  סגורה לפריקיםA{נגדיר קבוצה  .2 = ⊆ ℕ ונוכיח שיש איבר 

 . Ωמקסימאלי ב 
Ω לא ריקה מכיוון שהקבוצה { }2A 2הרי .  סגורה לפריקים=   . פריק+2

1:  באופן הבאΩנגדיר יחס סדר על  2 1 2A A A A⊆ ⇔ מההרצאה אנחנו  (≥

}יהי ). יודעים שזהו יחס סדר חלקי } I
Aα α∈

נוכיח שלשרשרת . Ω שרשרת ב 

  .Ωיש חסם מלעיל ב 
נסמן 

I

A Aα
α∈

  .Ω חסם מלעיל ב A ונוכיח ש ∪=

∋Aנוכיח תחילה ש  Ωל ש "א צ" זAיהיו .  קבוצה סגורה לפריקים,x y A∈ 

xנוכיח ש  y+מכיוון ש .  איבר פריק,x y A∈ אז ,
I

x y Aα
α∈

 על פי הגדרת ∪∋

,האיחוד קיימים  Iα β x כך ש ∋ Aα∈ ו y Aβ∈ מכיוון ש { } I
Aα α∈

 שרשרת ב 

Ωכ ש .ג.ה. ניתן להניח בA Aα β⊆ ומכיוון ש x Aα∈ל ש  נקבx Aβ∈ .Aβ ∈ Ω 

x,ובנוסף  y Aβ∈ ולכן x y+א " איבר פריק זA∈ Ω . על פי הגדרת האיחוד

Iαנקבל שלכל  ∈ A Aα } לשרשרת Ω חסם מלעיל ב A ולכן ⊇ } I
Aα α∈

 ועל 

 .פי הלמה של צורן קיימת קבוצה סגורה לפריקים מקסימאלית ביחס להכלה
Bמכיוון ש  .3 ⊆ ℕ נקבל ש B בת מניה ולכן מספיק להוכיח ש B איננה 

}א " סופית זBנניח בשלילה ש . קבוצה סופית }1 2, ,..., nB b b b= . נסמן

1

n

i
i

b b
=

= } ונוכיח שהקבוצה ∏ }B b∪מכיוון ש .  סגורה לפריקים



{ }1 2, ,..., nB b b b= 1 סגורה לפריקים מספיק להראות שלכל j n≤ ≤ jb b+ 

1. פריק

1

1

n

in
i

j j i j
i j

b
b b b b b

b
=

=

 
 
 + = + = +
 
 
 

∏
 סגורה לפריקים Bמכיוון ש . ∏

1jbנקבל מסעיף א ש  1 ובנוסף ≠ 0

n

i
i

j

b

b
= ≠

∏
11 ולכן  1

n

i
i

j

b

b
=+ ≠

∏
 וקיבלנו ש 

{ }B b∪ל  קבוצה סגורה לפריקים בסתירה למקסימאליות שB ביחס 

  .להכלה
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



  זה בדף בפירוט ענה
  

   5שאלה 
  

g: קבוצה ותהי Aתהי  A A→ פונקציה כך שהפונקציה המצומצמת ( )|im gg 

)}2נגדיר . ע"חח , ) | ( ) ( )}R x y A g x g y= ∈ =.  

 .A הינו יחס שקילות על R-הוכח ש) 4(  .א
:נגדיר ) 4(  .ב A Af R R→י " ע, ([ ]) [ ( )]x A f x g x∀ ∈  מוגדרת f- הוכח ש. =

 .היטב
 .ע"ל חח" הנf-הוכח ש) 4(  .ג
 .ל על" הנf קבוצה סופית אז Aהוכח שאם ) 4(  .ד
  .ל איננה על" הנfתן דוגמא שבה ) 4(  .ה

  
  פתרון
xיהי : רפלקסיביות  .א A∈ מכיוון ש g פונקציה נקבל ש ( ) ( )g x g x=א " ז

( ),x x R∈. 
x,יהיו  : סימטריות y A∈ כך ש ( ),x y R∈א " ז( ) ( )g x g y= ולכן 

( ) ( )g y g x=א " ז( ),y x R∈.  

,יהיו : יביותטרנזיט ,x y z A∈ כך ש ( ) ( ), ,x y R y z R∈ ∧ א " ז∋

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),x z R g x g z g x g y g y g z∈ ⇐ = ⇐ = ∧ =.  

]יהי   .ב ]y x∈ צריך להוכיח ש ( ) ( )g y g x∈    . מכיוון ש[ ]y x∈ נקבל ש 

( ),x y R∈א " ז( ) ( )g x g y=  ומהרפלקסיביות נקבל ש ( ) ( )( ),g x g y R∈ 

)ולכן  ) ( )g y g x∈   . 

]נניח ש   .ג ] [ ], Ax y R∈ כך ש ( ) ( )g y g x=      א " ז( ) ( )g y g x∈    ולכן 

( ) ( )( ),g x g y R∈א " ז( )( ) ( )( )g g x g g y= , שימו לב ש

( ) ( ), Img x g y g∈ון ש  ומכיו( )|im ggע נקבל ש" חח ( ) ( )g x g y= א " ז

( ),x y R∈ ולכן [ ] [ ]x y=. 

A  קבוצה סופית אז Aאם   .ד
Rנתון ש  .  קבוצה סופית: A Af R R→

 
 

Aע ומכיוון ש   "חח A
R R= ובנוסף   A

R קבוצה סופית אז בהכרח f
 

 .על
g:תהיי    .ה →ℕ ℕי " המוגדרת ע( ) 2g x x= ואז :f R R→ℕ ℕ לא על 

]מכיוון שאין מקור ל  ]3   

  



  זה בדף בפירוט ענה
  

  6 שאלה
  
 ניתן דרכים מהבכ. טרולים n - ו קטקטים n, דרדסים n נתונים. n∈ℕ יהי. א

 :בשורה אותם לסדר

  .מגבלות בלי) 2. (1 

  .שניה אחד ליד לשבת מוכנים אינם) הקטקט (וטיפטיפ) הדרדס(קונדסון) 3. (2

 הטרולים וכל צמודים ישבו הקטקטים כל, צמודים ישבו הדרדסים כל) 3(. 3

  .יםמודצישבו 

 . השני ליד אחד ישבו טרולים 2- ש אסור) 4 (.4

3 לפחות יש) הקטקט (וטיפטיפ) הדרדס (דסוןקונ בין) 4. (5 3n   .יצורים −

A,תהיינה . ב Bהוכח או הפרך.  קבוצות:  

  1) .3 (( ) ( ) ( )P A B P A P B∪ ⊇ ∪.  

  2) .3 (( ) ( ) ( )P A B P A P B∪ ⊆ ∪.  

  . ב-אין קשר בין סעיפים א ו: הערה
 

  פתרון
  
  . א

3)-ב וזאת יצוריםה 3n את נערבב .1 )!n דרכים. 

 יושבים וטיפטיפ קונדסון בהם המקרים את ונפחית המקרים כל את נספור .2

 נקבל). כולם עם יחד ונערבב כגוש אותם נקח(השני ליד אחד

(3 )! (3 1)! 2!n n− − ⋅ . 

  

  

 



 !3 יש. כגוש טרוליםה ואת כגוש קטקטיםה את, כגוש דרדסיםה את ניקח .3

 קטקטיםה, דרדסיםה את לערבב יש ואז הגושים את לערבב אפשרויות

!3 לכן. םטרוליוה ! ! !n n n⋅ ⋅ ⋅. 

2)-ב וזאת קטקטיםה דרדסיםה את נמקם .4 )!n טרוליםה את נמקם ואז דרכים 

2)-ב וזאת) הקצוות כולל (ברווחים 1)!
(2 1, )

( 1)!

n
p n n

n

++ =
+

 נקבל לכן. דרכים 

(2 )! (2 1, )n p n n⋅ +. 

 ליד במקום נמצא מהם שאחד או בקצוות להיות יכולים וטיפטיפ קונדסון .5

 להחליף ניתן םמה אחד ובכל (מקרים 3 יתכנו לכן). בקצה והאחר (הקצה

 למקם נותר הללו מהמקרים אחד בכל). וטיפטיפ קונדסון של המקומות את

3 את 2n 3 נקבל לכן. שנותרו יצוריםה − 2! (3 2)!n⋅ ⋅ −. 

  .ב
  וןנכ. 1

( ) ( )x P A P B∈ )א "ז∪ ) ( )x P A x P B∈ ∨ )כ ש .ג.ה. נניח ב∋ )x P A∈א " זx A⊆ 

xולכן  A B⊆ )א " ז∪ )x P A B∈ ∪.  

  לא נכון. 2
{ } { } ( ) { }{ } ( ) { }{ } ( ) ( ) { } { }{ }1 , 2 , 1 , , 2 , 1 , 2A B P A P B P A P B= = ⇒ = ∅ = ∅ ⇒ ∪ = ∅

  
)אבל  ) { } { } { }{ }, 1 , 2 , 1,2P A B∪ = ∅.  

  
  


