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  ענה בפירוט בדף זה
  

  1שאלה 
  

||2קבוצה לא ריקה כך ש  Aתהי  A .  
  

  :ונקציהנגדיר פ
: ( ) ( ( ))f A P A P P A   

  י"ע
( , ) { | }f x U V U x V    

  
  .ע"חחאיננה  f -הוכח ש.         א
  .איננה על f -הוכח ש  .ב
) -הוכח ש  .ג , ) ( , ) ( , )f x U V f x U f x V  .  
U,הוכח שקיימות   .ד V A כך ש- ( , ) ( , ) ( , )f x U V f x U f x V  ?  

    
  פתרון

||2נתון ש  –ע "לא חח fהפונקציה   .א A  יהיוAxx 21,  21כך ש xx  
נסמן  21 xU   ו 12 xU   כעת       1 1 2 2, ,f x U f x U   .  

 - לא על  fהפונקציה . ב  ))(( APPA   נניח בשלילה שקיים Ux,  כך ש
   AUxf , א "ז   AVxUV   ולכןAU   מכיוון שAx  אז  Ax  

ולכן     VxUVx   2נתון ש|| A  ולכן  Ax  א "ז    Ax  
בסתירה לכך ש    AVxUV .  

  -הוכחה . ג
                  

     
   
,

} { , ( , )

f x U V W U V x W W U W V x W

W U x W W V x W f x U f x V

          

       
  

||2נתון ש . ד A יו יהAxx 21,  21כך ש xx   נסמן 2xU   ו 1xV   
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, ( , , ) , ,

( , ) , ,

f x U V f x x x x x x

f x U f x V x

  

 
  

.השוויון מתקייםאי ולכן 



  ענה בפירוט בדף זה
  

  2שאלה 
 

 בוצהתת ק. קבוצה Xתהי  XPF  המקיימת את התנאים הבאים:  
1. FX . 
Aאם  .2 F  אזcA F ) כאשר\cA X A( .) מקובל לומר במקרה

 ).סגורה למשלים F -ש זה
}אם  .3 }i i IA F   אזיi

i I

A F


) .מקובל לומר במקרה זה ש-F 

 .)סגורה לאיחוד

  .Xעל  מוכללת קראת סיגמה אלגברהנ
  
מוכללות איחוד של שתי סיגמא אלגבראות : תן דוגמא מפורשת. א

  .Xעל וכללת מאינו בהכרח סיגמה אלגברה  Xעל 
  
נניח ש   .ב    

Ii
iAX



 איחוד זר של קבוצות .  

  : נגדיר             | : ,i iF T X i I T A A      .  

  .Xעל מוכללת סיגמה אלגברה  Fהוכח ש            
  

  פתרון
נניח ש     .א 4,3,2,1X בונן ב נת    1 , 1 , 2,3,4 ,A X ,

    2 , 2 , 1,3,4 ,A X.  

כעת         1 2 , 1 , 2 , 1,3,4 , 2,3,4 ,A A X   לא סיגמה אלגברה

מכיוון ש מוכללת     212,1 AA   אבל  212,1 AA .  
  
  .ב

נתון ש  .1
Ii

iAX


 , על פי הגדרת האיחוד לכלIi XAi   ועל פי

Ii  iiהגדרת החיתוך לכל  AXA   ולכן לכלIi 

 ,i iX A A   בנוסףXX   ולכןFX . 

Ii ו לכל  XAא ש "ז FAנניח ש  .2 ,i iA A A . 

  :מקרה א



iA A   א "זc
ia A a A a A      ועל פי הגדרת ההכלה

c
i AA   ועל פי הגדרת החיתוך ,c

i i iA A A A   א "זFAc .  

  :מקרה ב

ii AAA  א "זi ia A a A A a A       ועל פי הגדרת

AAiההכלה    ועל פי הגדרת החיתוך ,c
i iA A A    א "ז

FAc .  
FAcאז  FAכ קיבלנו שאם "סה .  

תהי  .3 j j J
T F


  

 i j i j
j J j J

A T A T
 

 
   
 
   מכיוון שjT F  לכלJj  נקבל ש

 ,i j iA T A ,  

ולכן    ,i j i
j J

A T A


   

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



  ענה בפירוט בדף זה
  

  3שאלה 
Bקבוצה סופית לא ריקה ותהי  Aתהי  A .  
)}ר נגדי , ) | , {0,1} , { | ( ) ( )} }AR f g f g B x A f x g x    .  
  .A{0,1}הינו יחס שקילות מעל  R- הוכיחו ש  .א

Bעבור   .ב  , {0,1}מצאו| |
A

R. 

|{0,1}מצאו   .ג |
A

R.  

  
  פתרון

  .א
  רפלקסיביות

תהי  Af 1,0  לכלAx )()( xfxf   ולכן )()( xfxfAxA  , נתון ש
B A  ולכן )()( xfxfAxB  ,א "ז  Rff ,.  

  סימטריות
תהיינה  Agf 1,0,   כך ש  Rgf , , על פי הגדרתR 

 )()( xgxfAxB   ומכיוון ש  
   )()()()( xfxgAxxgxfAx   נקבל ש )()( xfxgAxB  

א "ז  Rfg ,.  
  טרנזיטיביות

תהיינה  Ahgf 1,0,,   כך ש    RhgRgf   Rעל פי הגדרת , ,,
 )()( xgxfAxB   וגם )()( xhxgAxB .  

מכיוון ש  Bxיהי  )()( xgxfAxB   אז )()( xgxfAxx א "ז
)()( xgxf .  

בנוסף  )()( xhxgAxB   אז )()( xhxgAxx  א "ז)()( xhxg .  
)()(כ קיבלנו ש "סה xhxf  , ולכן )()( xhxfAxx   ועל פי הגדרת

ההכלה  )()( xhxfAxB  . על פי הגדרתR  נקבל ש  Rhf ,.  
  .ב

Bאם   כלת בכל קבוצה נקבל שלכל מכיוון שקבוצה ריקה מו
 Agf 1,0,   )()( xgxfAxB   ולכן לכל Agf 1,0,    Rgf ,  ולכן כל

כ נקבל ש "האיברים נמצאים באותה מחלקת שקילות וסה

1={0,1}| |
A

R.  

  



  .ג
nAkBקבוצות סופיות נסמן  A ,Bמכיוון ש   ,.  

  .נבדוק את מספר האיברים במחלקת שקילות אחת
      )()(1,0 xgxfAxBgf A  א שתי פונקציות שונות במחלקת "ז

BAxהשקילות רק אם קיים  \ כך ש)()( xgxf   מספר האפשרויות
שווה למספר האיברים בקבוצה   BA\1,0 ון ש מכיוB A  נקבל ש

knBABA \ , ולכן מספר האיברים בכל מחלקת שקילות הוא
kn2 . כעת מספר האיברים ב A1,0  הואn2 ולכן התשובה היאk2.  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



  
  ענה בפירוט בדף זה

   4שאלה 
  :מצאו את עוצמות הקבוצות הבאות. 1

}. א     : {0,1}| , ( ) ( 1)}A f n f n f n        
  

}. ב     : {0,1,2}| , ( ) ( 1)}B f n f n f n        

.  ג    
5

0

{ : | , ( ) 17}
i

C f n f n i


         

}תהי . 2 : {0,1,2}| , ( ) ( 1)}D f n f n f n       .  
|0 - הוכיחו ש. א     |D .  
|מצאו . ב     |D.  

  
  פתרון

  
)1(1נשים לב שאם . א1 f  נקבל אפשרות אחת
,....1)3(,0)2(,1)1(  fff.  

)1(0ואם  f  1(0,)2(1,)3(0....,נקבל אפשרות אחת(  fff כ "סה
|לכן  קיבלנו שתי אפשרויות | 2A .  

)1(1  .ב f  1(1,)2(1,)3(1....,נקבל אפשרות אחת(  fff  באותו
)1(0אופן נקבל אפשרות אחת כאשר  f  ואפשרות אחת כאשר

2)1( f לכן  .כ קיבלנו שלוש אפשרויות"סה| | 3B . 

)(Nn 17נתון שלכל   .ג
5

0


i

inf  מכיוון שהנתון נכון לכלNn  

)1(17מתקיים גם  
5

0


i

inf  כעת

)()6()()1(0
5

0

5

0

nfnfinfinf
ii

 


 Nnא  לכל "ז 

)6()(  nfnf , ולכן צריך לחשב את מספר האפשרויות לקבל

17)(
5

0


i

if  0ראינו בהרצאה שאם)( if 51לכל  i  אז מספר

האפשרויות הוא 







17

)(1במקרה שלנו  .22 if 51לכל  i  ולכן

)(11מספר האפשרויות זהה למקרה ש 
5

0


i

if  0כאשר)( if 

51לכל   i  ולכן התשובה היא







11

16. 



 
  . א2

נסמן   1,02:  NfF  0מכיוון ש
02F    מספיק להראות ש

DF .  
DFhנגדיר פונקציה  : עבור : אופן הבאבFf   נסמןgfh )( כאשר  

 
else

even
 

n
       






2

)(
)(

nf
ng  2מכיוון ש)(,  nfNn  נקבל שDg.  

DFhנוכיח ש  : ע"היא פונקציה חח.  
Fff ויהי 21,  כך ש)()( 21 fhfh   21ונוכיח ש ff   נניח בשלילה ש

21 ff  א קיים "זNn 2  כך ש)()( 21 nfnf   ומהגדרתh  נקבל ש
    nfhnfnfnfh 2211 )())((   

)()(ולכן   21 fhfh   בסתירה להנחה ש)()( 21 fhfh .  
ניתן היה להוכיח סעיף זה בעזרת שיטת האלכסון הראשונה : הערה

  .של קנטור
D ,סעיף א לפי. ב  . 0מצד שני 0| | |{0,1,2} | 3 2D       לכן

Dב .ש.לפי ק .  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



  
  ענה בפירוט בדף זה

  
  5שאלה 

  
A-משולש ב. לא ריקהקבוצה  Aתהי  A  הינו תת קבוצה מהצורה

1 2 2 3 3 1{( , ),( , ),( , )}a a a a a a  1כאשר 2 3, ,a a a A ,1 2 1 3 2 3, ,a a a a a a  .  
לא  Rהוא טרנזיטיבי ואנטי סימטרי אז Aעל  Rהוכיחו שאם יחס . א

  .מכיל משולש
Rהוכיחו שקיים יחס . ב A A  כך שלכל יחס  שלא מכיל משולש

S A A   המקייםR S )מתקיים ש) כלה ממשה-S מכיל משולש. 
  .להכיחס שאינו מכיל משולש ומקסימלי ביחס לה R, במילים אחרות

  
  פתרון

א "מכיל משולש ז Rנניח בשלילה ש .א       Raaaaaa 133221 ,,,,,. 
 ולכןיחס טרנזיטיבי  R ,כעת     Raaaa 1332  -גורר ש ,,,  Raa 12 ,. 

מכיוון ש   Raa 21,  ומכיוון שR  21יחס אנטי סימטרי נקבל ש aa  
21 בסתירה לנתון ש aa .  

לא מכיל משולש   Rצה נגדיר קבו. ב AAR  . מכיוון שA  לא
הקבוצה  Axיהי . Aקבוצה ריקה אז קיים לפחות איבר אחד ב 

  xx, לא מכילה משולש ולכן . )ם ג, אגב   ולכן ההוכחה
לכל , על  נגדיר יחס . )קבוצה ריקה A תקפה גם למקרה בו

 RR ,  RRRR  ל הוא יחס "ראינו בהרצאה שהיחס הנ
  .סדר חלקי

 נבחר שרשרת כלשהי ב   IR .  
נתבונן ב 

I

RR





  ונראה שR א "זR לא מכיל משולש.  

א "מכיל משולש ז Rנניח בשלילה ש        Raaaaaa 133221 ,,,,, 
כך ש  Iפי הגדרת האיחוד קיים על   Raa 21, , קייםI 

כך ש   Raa 32 כך ש  Iוקיים  ,  Raa 31,  מכיוון ש  IR  
כ ש .ג.ה.ניתן להניח ב שרשרת ב  RRR   על פי הגדרת

היחס החלקי נקבל ש  RRR   על פי הגדרת ההכלה נקבל
ש        Raaaaaa 133221   .Rולכן , Rבסתירה לכך ש  ,,,,,

RRנקבל ש  Iעל פי הגדרת האיחוד לכל    ועל פי הגדרת
RRהיחס סדר   א "זR חסם מלעיל.  



  .Tנסמנו ב , איבר מקסימאלי מהלמה של צורן נקבל שיש ב 
STכעת נניח שקיים   דרת היחס שלא מכיל משולש מהג

STנקבל ש  החלקי על    ומכיוון שST   נקבל סתירה
  .ב  Tלמקסימאליות של 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



  
  ענה בפירוט בדף זה

  
  6שאלה 

  
 .וביות משחק שונותק 9מטילים  .1

קוביות  3בכמה מההטלות האפשריות ישנן בדיוק   .א
 ?6שמראות את המספר 

 3-בכמה מההטלות האפשריות לא קיים אף מספר כך ש  .ב
 .נמקו את תשובתכם? קוביות בדיוק מראות אותו

כך , בכמה מההטלות האפשריות יש לפחות מספר אחד  .ג
 ?קוביות בדיוק מראות אותו 3-ש

  פתרון
יות לבחור את שלושת הקוביות שיראו את מספר האפשרו  .א

הוא  6הספרה 







3

 65מספר האפשרויות לשאר הקוביות הוא  9

65כ האפשרויות "ולכן סה
3

9







. 

61ר כאשjA}פעמים 3 בדיוק מופיע jהמספר {: נסמן  .ב  j , כל
 .Uהאפשרויות

יש לחשב את 
6

1


i

iAU ,נשתמש בעקרון ההכלה והדחה .

65מסעיף א נקבל ש 
3

9







 jA   61כאשר  j .  

jiנחשב את  AA  61ר כאש  ji . מספר האפשרויות לבחור

הוא  jאת שלושת הקוביות שיראו את הספרה 







3

כעת מספר  9

 iהאפשרויות לבחור את שלושת הקוביות שיראו את הספרה 

הוא 







3

  .אפשרויות 34ולשאר הקוביות יש  6

34ולכן 
3

6

3

9
















 ji AA.  

kjiנחשב את  AAA   61כאשר  kji .  כמו עבורji AA  

אבל לשלושת הקוביות שנשארו יש רק אפשרות אחת הספרה 

k  ולכן

















3

6

3

9
kji AAA.  



ומעיקרון ההכלה והדחה נקבל ש 





























































 3

6

3

9

3

6
4

3

6

3

9

2

6
5

3

9
6 36

6

1

i

iA  

ולכן 
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9

3
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9

2

6
5

3

9
66 369

6

1

i

iAU.  

כמו בסעיף ב רק יש לחשב את   .ג
6

1i
iA ולכן התשובה היא: 
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