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  ענה בפירוט בדף זה
  

  1שאלה 
  

, תהיינה ,A B C 2ש ך קבוצות כC  . תהי:f A B.  
:נגדיר  B AC C  י "ע( )g g f  .  

  
  .  על fחד חד ערכית אם ורק אם  הוכיחו כי ) 10(  .א

 .   חד חד ערכית fעל אם ורק אם  הוכיחו כי ) 10(  .ב

  פתרון

  
1יהיו . על f-נניח ש . א 2, Bg g C 1 - כך ש 2g g . לכן קייםb B 

1-כך ש 2( ) ( )g b g b . יהיa A כך ש-( )f a b . מתקיים

1 1 1 2 2 2( )( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( )( )g f a g f a g b g b g f a g f a       לכן

1 1 2 2( ) ( )g g f g f g    .  
 נניח ש- f  0לכן קיים . עלאיננהb B  כך שלכלa A  מתקיים

0( )f a b . 1יהיו 2,c c C ,1 2c c  1נגדיר 2, Bg g C 1י "ע 1( )g b c  לכל

b B 1 -ו 0
2

2 0

( )
c b b

g b
c b b


  

bלכל   B .1- מובן ש 2g g. לכל , כעת

a A  1מתקיים 1 1( )( ) ( ( ))g f a g f a c   2וכן 2 1( )( ) ( ( ))g f a g f a c  
1ולכן  2( ) ( )g g  . כלומר  חד חד ערכיתאיננה.  
1יהיו   .ב 2,a a A 1 -כך ש 2a a . 1יהיו 2,c c C ,1 2c c . קיימת
Ah C 1-כך ש 2( ) ( )h a h a) . נתבונן בלמשל -Ah C י "המוגדרת ע

1 1

2 2

1 1 2

( )

,

c a a

h a c a a

c a a a


 
 

aלכל   A.(  ולכן קיימת  עלBg C כך ש-

( )g g f h   .1 -מאחר ו 2( ) ( )h a h a  1מתקיים 2( ) ( )f a f a.  
  תהיAh C . יהיc C . נגדירBg C י "ע

( ) ( )
( )

[ ]

h a if b f a for some a A
g b

c if b f A

 
  

 .g  מוגדרת היטב כי

f יהי , כעת. ע"חחa A . מתקיים
( )( ) ( )( ) ( ( )) ( )g a g f a g f a h a     כלומר( )g h  ו- על.



  ענה בפירוט בדף זה
  

  2שאלה 
YXfתהי קבוצה לא ריקה ו Xתהי ) 9( .1 : הוכיחו כי , פונקציה

f  היא עלY  אם ורק אם קיימת פונקציהXYh :  כך ש

Yidhf ) .Yid - פונקצית הזהות(  
 
 :הוכח או הפרך .2

אזי . קבוצות B- ו Aתהיינה ) 4(. א
( ) ( ) ( )A B B A A B A B          

,תהיינה ) 4(. ב , ,A B C D אזי . קבוצות
( ) ( ) ( ) ( )A B C D A C B D      .  

)אזי . קבוצה Aתהי ) 3(. ג )A P A  .  
  

  . אין קשר בין הסעיפים: הערה
  

 פתרון
     
 .משפט שהוכח בהרצאה .1
Aאם  . הוכחה. א .2    אוB    אזA B B A     . אם

A B טריוויאלי ש- A B B A  . 
   נניח כיA B B A   . נראה כי אםA    וגםB    אז

Aבהכרח  B . יהיb  איבר כלשהו ב– B )שכן , קיים איבר כזה
B לכל איבר ). אינה ריקהa A מתקיים :

, ,a A a b A B a b B A a B         . לכןA B .
Bדומה באופן  A  ולפיכךA B.  
: דוגמא נגדית  .ב       1 2 3 4A B C D   . 

 ( ) ( ) (1,3),(2,3),(1,4),(2,4)A B C D    אך  

 ( ) ( ) (1,3),(2,4)A C B D   .  
}. דוגמא נגדית  .ג }, ( ) { ,{ }}A P A     ואז( ) { }A P A    .  

  
  

  
  
  
  



  ענה בפירוט בדף זה
  

  3שאלה 
  

, קבוצה Vיהיו   BARVBABRAX   Xמעל  נגדיר יחס , ,,:,,
  י "ע

    21222111 ,,,, RRBRABRA .  
 .Xיחס טרנזיטיבי ורפלקסיבי מעל  הוכיחו כי ) 4(  .א
 י "ע Xמעל  נגדיר יחס ) 4(  .ב

           1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1, , , , , , , , , , , ,A R B A R B A R B A R B A R B A R B    

  .Xיחס שקילות מעל  הוכיחו כי 
XXXfנגדיר ) 5(  .ג : י "ע   ( , , ),( , , ) , ,f A R B C S D C R S B . 

הוכיחו כי אם    222111 ,,,, BRABRA   וגם   222111 ,,,, DSCDSC  אז  
     ),,(),,,),,(),,, 222222111111 DSCBRAfDSCBRAf .  

נסמן ב ) 7(  .ד BRA את מחלקת השקילות של  ,, BRA  .לגבי  ,,
תהיי  XX:  ההעתקה הטבעית  

א לכל "ז(  XBRA ,,    BRABRA ,,,, .(  
תהיי  XXXX:   

Xyxי לכל "מוגדרת ע ,       ( ) , ,x y x y    .  

הוכיחו כי קיימת פונקציה 
XXXg כך ש  :

( )g f    .  
  פתרון

  
יהי   .א , ,A R B X  אזי   , , , ,A R B A R B  כיR R.  

יהיו      1 1 1 2 2 2 3 3 3, , , , , , , ,A R B A R B A R B X כך ש- 

   1 1 1 2 2 2, , , ,A R B A R B ו-   2 2 2 3 3 3, , , ,A R B A R B  1אזי 2R R  וגם

2 3R R  1לכן 3R R ו-   1 1 1 3 3 3, , , ,A R B A R B.  
ות נובעות מסעיף א ומהעובדה שחיתוך רפלקסיביות וטרנזיטיבי  .ב

הוא יחס ) טרנזיטיביים, בהתאמה(יחסים רפלקסיביים  2של 
 היחסים הנחתכים הם  2 ).טרנזיטיבי, בהתאמה(רפלקסיבי 

  ).הסימטרית(סימטריות נובעת מההגדרה  .1 -ו
-שימו לב ש   1 1 1 2 2 2, , , ,A R B A R B 1ם "אם 2R R ) ניתן גם

  .)ש"יח  להסביר כך את העובדה ש



לפי הנתון   .ג   222111 ,,,, BRABRA  ו-    222111 ,,,, DSCDSC   כלומר

1 2R R 1 -ו 2S S  1לכן 1 2 2R S R S  )1יהי , אכן 1( , )c b R S  
1אזי קיים  1x D A  1 -כך ש( , )c x S  1וגם( , )x b R  לכן

2( , )c x S  2וגם( , )x b R  2ולכן 2( , )c b R S  (ומר כל
     ),,(),,,),,(),,, 222222111111 DSCBRAfDSCBRAf . 

)]לכל   .ד , , )],[( , , )] X XA R B C S D     נגדיר

([( , , )],[( , , )] [( , , )]g A R B C S D C R S B  .g נניח : מוגדרת היטב

1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2([( , , )],[( , , )]) ([( , , )],[( , , )])A R B C S D A R B C S D  לכן

1 1 1 2 2 2[( , , )] [( , , )]A R B A R B  1וגם 1 1 2 2 2[( , , )] [( , , )]C S D C S D  כלומר

1 2R R  1וגם 2S S  1לכן 1 2 2R S R S  ו-                       

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

([( , , )],[( , , )] [( , , )]

[( , , )] ([( , , )],[( , , )]

g A R B C S D C R S B

C R S B g A R B C S D

 
 




 

))יהי , כעת , , ),( , , ))A R B C S D X X   מתקיים
   ( ) ( , , ),( , , ) , , [( , , )]f A R B C S D C R S B C R S B      וכן

 ( ( )) ( , , ),( , , ) ([( , , )],[( , , )]) [( , , )]g A R B C S D g A R B C S D C R S B    
 
      

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



  ענה בפירוט בדף זה
  

  4שאלה 
  

bBaAנסמן . אינסופית Bקבוצות כך ש  A ,Bתהיינה   ונניח ש  ,
ba 1 .  

BCהוכיחו שקיימת תת קבוצה ) 4(  .א   כך שAC . 
 .נמקו, BAמצאו את ) 4(  .ב
גדיר נ) 4(  .ג ABffD  bDהוכיחו , :: 2 . 

הוכיחו כי ) 4(  .ד   bxB
Ax



. 

)מצאו את עוצמת הקבוצה הבאה ) 4(  .ה )P B A B   .  
  

  פתרון
  
|. א | | |A B ע "לכן קיימת פונקציה חח:f A B ,לכן : [ ]f A f A 

]כמובן ש . ע ועל"היא חח ]f A B  ו| | | [ ] |A f A.  
f:ע "חח' נגדיר פונ. ב B A B  י "ע( )f b b  לכן| | | |b B A B   .

|מצד שני  | | {0} {1}|A B B B b b b        ) השתמשנו בעובדה ש
| | | |A B  וכן שלכל עוצמה אינסופיתb  מתקייםb b b  .( לכן לפי

|מתקיים . ב.ש.ק |A B b .  
BD. ג A  לכן| | bD a  1כאשר (טענה שהוכחנו ולפי a b   וb 

2bמתקיים ) אינסופיתעוצמה  ba .  
|. ד | | ( { }) |

x A
b B B x


    0י בחירת "עx A )והגדרת פונ)  קיים כזה '

:ע "חח ( { })
x A

f B B x


   0י "ע( ) ( , )f b b x . מצד שני לפי משפט

|שהוכחנו  ( { }) | | | | |
x A

B x A B a b b

       ) השתמשנו בעובדה

| { }| | | 1 | |B x B B     ושלכל עוצמה אינסופיתb  ,max{ , }a b a b  .(
|. ב.ש.לכן לפי ק ( { }) |

x A
B x b


  .  

):  רון זריז יותרפת { })
x A

B x A B

   )ולכן ) ?למה

| ( { }) | | | | |
x A

B x A B a b b

      .  

|. ה ( ) | | ( ) | | | | |P B A B N P B A B N         
  

0 02 max{2 , , } 2b b bb b     02ab b    



  ענה בפירוט בדף זה
  

  5שאלה 
  

  :אם Xמעל  נקראת מסנן  F. קבוצה לא ריקה Xתהיי 
XPF)(  .א . 
F  .ב . 
FX  .ג . 
1  .ד 2 1 2,E E F E E F   . 
  .ה 1 2 1 2( ) ( )E E X E F E F     . 

 Xמעל  Fכך שלכל מסנן  Gמסנן  Xהוכיחו כי קיים מעל 
G F F G  .  

  
  פתרון 

  
לא ריקה מכיוון ש  X F{ .מסנן מעל  F{נסמן  X  מסנן מעלX.  

2121נגדיר יחס סדר  FFFF  )הרצאה אנחנו יודעים שזהו יחס מה
יהי ). סדר חלקי  IF   שרשרת ב . נוכיח שלשרשרת יש חסם

נתבונן ב . מלעיל
I

FF





  ונוכיח שF  מסנן מעלX.  

XPFX)(נקבל ש  I Fמכיוון שלכל     ועל פי הגדרת
XPFX)(האיחוד 

I






.  

יהיו 
I

FEE





21,  על פי הגדרת האיחוד קיימיםI כך ש  ,

 FEFE  21 מכיוון ש  ,  IF   שרשרת ב כ ש .ג.ה.ניתן להניח ב

 FF   ומהגדרת ההכלה נקבל שFEE 21,.  
FEEנקבל ש  Fומכיוון ש   ומהגדרת האיחוד  21


I

FEE





21.  

נניח ש 
I

FE





1 א קיים "זI  כך שFE 1  21אם EE   אז מכיוון ש

F  אזFE 2  ומהגדרת האיחוד
I

FE





2  ולכן



I

F


 א "ז

איבר מקסימאלי נסמנו ב  קיבלנו חסם מלעיל לשרשרת ולכן יש ב 
G . אם קיים מסנןF  כךFG   אז מהגדרת יחס הסדר נקבל שFG  

GFנקבל ש  ב  Gומהמקסימאליות של   כדרוש.  
  



  ענה בפירוט בדף זה
  

  6שאלה 
  
 n-נשים ו n, אנשים 2nמצא בכמה דרכים ניתן להושיב בשורה . 1

  :כך ש, גברים
  .כל הגברים יושבים זה ליד זה) 3(  .א
ים יושבות זו ליד זו כל הנש, כל הגברים יושבים זה ליד זה) 3(  .ב

 .ומלכה לא יושבת ליד גבר
 .גבר ואישה יושבים לסירוגין) 3(  .ג
2( דוד ומלכה לא יושבים זה ליד זו) 3(  .ד 4n (. 
2( אנשים 4בין דוד ומלכה יושבים ) 3(  .ה 6n (. 

אישה כל גבר עם (הגברים והנשים מהסעיף הקודם התחתנו ) 5(. 2
כך שאף זוג  הושיבם בשורהדרכים לשמספר ה הוכח). אחת ולהפך

הוא  נשוי לא ישב יחד
0

( 1) 2 (2 )!
n

i i

i

n
n i

i

 
   

 
.  

  פתרון 
  

מספר . נקח את הגברים כאובייקט אחד וכל אישה כאובייקט  .א
1nהתמורות של    אובייקטים הוא( 1)!n  ערבב את כ נ"ואח

דרכים  n!- וזאת ב) כל התמורות על קבוצת הגברים(הגברים 
)!ולכן לפי עקרון המכפלה נקבל  1)!n n .  

 .גברים בשמאל ונשים בימין ולהיפך: אפשרויות 2יש   .ב
כ נבחר "דרכים אח n!-אם נמקם את הגברים בשמאל וזאת ב

1nלמלכה מקום מתוך   1-המקומות המותרים לה וזאת בn  
1nדרכים ולבסוף נערבב את   הנשים שנותרו וזאת ב -( 1)!n  

ל לכן נקב. נקבל אותו דבר אם נמקם את הגברים בימין. דרכים
2 ! ( 1)( 1)!n n n   .  

... ,גבר, משמאל לימין או אישה... ,אישה, גבר: אפשרויות 2יש   .ג
2לכן נקבל . משמאל לימין ! !n n.  

מספר האפשרויות שדוד ומלכה יושבים זה ליד זו הוא    .ד
2 (2 1)!n  )א לכן התשובה הי...) נקח אותם כאובייקט אחד

(2 )! 2 (2 1)!n n  . 
2אנשים מתוך  4נבחר   .ה 2n   עם ) שאינם דוד ומלכה(האנשים

2)- חשיבות לסדר וזאת ב 2,4)p n  נחשוב על השישה . דרכים



2נערבב את , כאובייקט אחד 5n   האובייקטים ולא נשכח
2)נקבל . ד ומלכהלערבב את דו 5)! 2 (2 2,4)n p n   . 

  .קבוצת כל הסידורים - Uנגדיר . לפי עקרון ההכלה וההדחה. 2
iA- קבוצת הסידורים כך שהזוג הנשוי ה-i יושב ביחד .  

|נקבל  | 2 (2 1)!iA n   ,| | 2 2 (2 2)!i jA A n    ,...  

, לכן
2

1 2

0

| ... | (2 )! 2 (2 1)! 2 (2 2)! ... ( 1) 2 !
2

( 1) 2 (2 )!

n n
n

n
i i

i

n
A A A n n n n n

n
n i

i

 
                

 
 

    
 


  
  
  
  
  
  
  
  
  


